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1. Двойной интеграл и его вычисление 
в декартовых координатах 
Пусть функция ( , )z f x y  определена в некоторой ограниченной за-
мкнутой области D плоскости xOy. Разобьем область D произвольным 
образом на n, n  элементарных областей 1 2, , ... , nD D D , имеющих 
площади 1 2, , ..., nS S S    и диаметры 1 2, , ... , nd d d  соответственно. 
Пусть   – наибольший из диаметров областей , 1,iD i n . Выберем в 
каждой элементарной области iD произвольную точку ( , ),i i iP x y  и найдем 






f x y S

 . 
Если существует конечный предел интегральной суммы при n   и 
0  , не зависящий от способа разбиения области D и выбора точек iP , 
то его называют двойным интегралом функции  ,f x y  по области D: 
0
1




f x y S f x y dS f x y dxdy


      
Если подынтегральная функция  ,f x y  в области интегрирования не-
прерывна, то такой предел интегральной суммы всегда существует. 
Геометрический смысл двойного интеграла: если  , 0f x y  , для 
всех  ;x y D , то двойной интеграл равен объему цилиндрического те-
ла, ограниченного сверху поверхностью  ,z f x y , снизу плоскостью 
0z  , сбоку цилиндрической поверхностью, образующие которой парал-
лельны оси Oz, а направляющая – граница области интегрирования: 
( , )
D
V f x y dxdy  . 
Если  , 1f x y  , то двойной интеграл равен площади области D, т.е. 
.D
D D
S dS dxdy    
Механический смысл двойного интеграла: если область D – плоская 
пластинка, расположенная в плоскости xOy и имеющая поверхностную 
плотность ( , ),x y   то масса пластины равна ( , ) .
D
m x y dxdy   
Основные свойства двойного интеграла 
1.  1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
D D D










2. Если область интегрирования разбита на несколько областей без 
общих точек, то 
1




f x y dxdy f x y dxdy

  . 
3. Если в области D функция  ,f x y  ограничена, т.е.  ,m f x y M  , то 
( , )
D
m S f x y dxdy M S    , где S – площадь области D. 
4. Теорема о среднем. Если функция  ,f x y  непрерывна в замкнутой 
области D, то существует точка  0 0 0,P x y  в этой области такая, что 
 0 0( , ) , ,
D
f x y dxdy f x y S   
где S – площадь области D,  0 0,f x y  называют средним значением 
функции  ,f x y  в области D. 
Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах сводится 
к вычислению повторного интеграла, вид которого зависит от формы об-
ласти интегрирования. 
 










Если область D правильная относительно оси Oy (рис.1), т. е. она 
ограничена слева и справа прямыми , ,x a x b a b   , а снизу и свер-
ху – непрерывными кривыми 1 2 1 2( ), ( ), ( ) ( )y y x y y x y x y x   ,   ,x a b , 
каждая из которых пересекается вертикальными прямыми только в од-





( , ) ( , ) .
y xb
D a y x
f x y dxdy dx f x y dy    
Если область D правильная относительно оси Ox (рис.2), т. е. она 
ограничена снизу и сверху прямыми , ,y c y d c d   , а слева и спра-
ва – непрерывными кривыми 1 2 1 2( ), ( ), ( ) ( )x x y x x y x y x y   ,  ,y c d , 
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каждая из которых пересекается горизонтальными прямыми только в од-





( , ) ( , ) .
x yd
D c x y
f x y dxdy dy f x y dx    
Задания для аудиторной работы 
1. Записать двойной интеграл функции ( ; )f x y  по области D в виде по-
вторных интегралов двумя способами. Сделать чертеж области интегри-
рования. 
 1) область D ограничена линиями 1, 2, 0, 4x x y y    ; 
 2) область D ограничена линиями 0, , 4y x y x y    ; 
 3) область D ограничена линиями , 6, 1y x x y y    ; 
 4) область D ограничена линиями 2 2, 4y x y x   ; 
 5) область D ограничена линиями 22 , 0, 1, 1y x x x x y      . 
2. Изменить порядок интегрирования в повторных интегралах: 






dx f x y dy














dx f x y dy  ; 
 4) 
33 4 4
0 0 3 0
( ; ) ( ; )
x x
dx f x y dy dx f x y dy

    . 
3. Вычислить данные повторные интегралы: 


















  . 
4. Вычислить двойные интегралы: 
 1) ( )
D
x y dxdy , где область D ограничена прямыми 0y  , x y , 
2x y  ; 
 2) 4
D
x y dxdy , где область D ограничена линиями 1xy  , x y , 2x  ; 
 3)  cos
D
x x y dxdy , где область D  ограничена линиями 0y  , 















Задания для индивидуальной работы 
5. Записать двойной интеграл функции ( ; )f x y  по указанной области D в 
виде повторных интегралов двумя способами. Сделать чертеж области 
интегрирования. 
1) D: 0, , 5x x y y   ; 2) D: 0, 2 , 3x y x x y    ; 
3) 2: 3;D y x y x    ; 4) : 0; 0; 1; lnD x y y y x    ; 
5) 2: 2 ; 0D x y x y    ; 6) 2 2: 2 ;D y x y x   . 






























dy f x y dx

  ; 5)    
25 63 6 32
1 2 3 2
, ,
x x
dx f x y dy dx f x y dy
 

    ; 







y f x y dx dy f x y dx
 
   
    . 













dx y x dy
 

























cos x dx ydy

  . 
8. Вычислить данные двойные интегралы: 
1) 
D
xydxdy , где область D ограничена линиями 2, 4x x  ; 






y , где область D ограничена линиями 2x  ; y x ; 1xy  ; 
3)  cos
D
x y dxdy , где область D ограничена прямыми 0x  ; y  ; 
y x ; 
4) 
D












x y dxdy , где область D ограничена прямыми 2 1;x y   
2 3;x y   1; 2x y x y     . 
 
2. Замена переменных в двойном интеграле 
Двойной интеграл в криволинейных координатах 
Пусть переменные x и y связаны с переменными u и v соотношениями 
   , , ,x u v y u v   , при которых область D плоскости xOy переходит 
в область D1 плоскости uO1v, причем функции  ,u v ,  ,u v  однознач-
ны, непрерывны и имеют непрерывные частные производные первого 
порядка в области D1, тогда формула замены переменных в двойном ин-
теграле имеет вид 
   
1
( , ) ( , ), ( , ) ,
D D
f x y dxdy f u v u v J u v dudv   , 
где  ,J u v  – определитель Якоби или якобиан перехода 
 , 0
x x








Пределы интегрирования в новом интеграле расставляют по изложен-
ному ранее правилу с учетом формы области D1. 
Пример 1. Вычислить ( ) ,
D
x y dxdy  если область D ограничена пря-
мыми 2 1x y  , 2 3x y  , 1x y   , 2x y  . 














2x y    
1x y     
3 2y x    










Введем новые переменные 2u x y  , v x y  , тогда  13x u v  , 
 1 23y u v  , 1 3u  , 1 2v   . 
Найдем якобиан преобразования: 
1 1
2 1 3 1 13 3 ; .












   
1 1
2 1 1 2
3 3 3 9
D D D






du u v dv

   
3 2 3 2
1 1 1 1
2 1
9 9
udu dv du vdv
 
      




9 2 9 2
u vv u

   
         
   
9 1 (3 1) 8 1 73 (4 1)
9 18 3 3 3





Двойной интеграл в полярных координатах 
Рассмотрим частный случай замены переменной: замену декартовых 
координат x  и y  полярными координатами r  и  . 
В качестве u  и v  возьмем полярные координаты r  и  . Известно, что 
декартовы координаты  ;x y  и полярные координаты  ;r   связаны со-
отношениями cos , sinx r y r   . 
Якобиан перехода будет равен  














Формула замены переменных примет вид 
 
*
( , ) cos , sin
D D
f x y dxdy f r r r dr d     , 
где *D  – область в полярной системе координат, соответствующая обла-
сти D  в декартовой системе координат. 
Для вычисления двойного интеграла в полярных координатах приме-











Если в полярной системе координат задана область *D , ограниченная 
кривыми    1 2, , ,r r r r         , где    и    1 2r r   
(см. рис.3), т. е. область D правильная: каждый луч, выходящий из полю-
са, проходящий через внутреннюю точку области, пересекает ее границу 






( , ) cos , sin .
r
D r
f x y dxdy d f r r r dr  

 
    
Если область *D  в полярной системе координат определяется нера-
венствами 0 2    и  0 r r   , как на рис. 4, то формула замены 




( , ) cos , sin
r
D
f x y dxdy d f r r r dr  

   . 
Двойной интеграл в обобщенных полярных координатах 
Обобщенными полярными (эллиптическими) координатами называют 
координаты  ;r  , связанные с декартовыми координатами  ;x y  равен-
ствами cos , sinx ar y br   , где 0, 0 2 , 0, 0,r a b a b       , 
 ;J r abr  . 
Тогда формула перехода имеет вид: 
 ( , ) cos , sin
D D
f x y dxdy ab f ar br r drd    . 
Эта формула используется в тех случаях, когда область интегрирова-





















 1r r 
    
 2r r 

























x x yD y    . 
Решение. Границами области интегрирования D являются эллипсы. 
Введем обобщенные полярные коор-
динаты: 2 cos , sinx r y r   , 2J r . 
Запишем уравнения эллипсов в но-





x y  . Получим: 





x y   получим: 
  22 2 2 21 cos sin 1 1 24 4
rr r r       , 0 2   . 
Исходный интеграл будет равен: 




sin sin 2 sin 2
4
D D
x y dxdy r rdrd d r rdr

    
 
        
      





2 sin 2cos 2 cos4 cos 4r d r r            . 
Ответ: –4. 
Задания для аудиторной работы 




y dxdy , где область D – верхний полукруг радиуса а с центром в 
точке  ; 0a ; 
2)  12
D
x y dxdy  , где область D ограничена окружностью 




x , где область D – часть кольца 2 2 2 21, 9x y x y    , 
3

















4) 2 2( )
D
x y dxdy , где область D: 2 2 4x y x  ; 
5) 
D
xydxdy , где область D ограничена лемнискатой  22 2 22x y a xy  . 








x y ctg x y

  














  . 
11. Вычислить двойной интеграл, переходя к обобщенным полярным ко-
ординатам: ,
D





  , 0x  , 0y  . 
Задания для индивидуальной работы 






x y , где область D ограничена двумя окружностями 
2 2 1,x y    2 2 9 0x y y   ; 
2)  2 2
D
x y dxdy , где область D – круг 2 2 4x y x  ; 
3) 6 ,
D
dxdy  если 2 2 2 2: 4 , 6 , , 0D x y x x y x y x y      ; 
4) 2 2 ,
D
x y dxdy  если D ограничена лемнискатой  22 2 22x y a xy  . 
13. Вычислить двойные интегралы, переходя к полярной системе коор-
динат: 
1) (6 2 3 )
D






x y  если 
2 2: 1 4, , 0, 0, 0D x y y x y x y       ; 
3) 2 2( ) ,
D
x y dxdy  если 2 2: 4D x y x  , 2 2 6x y x  , y x , 3y x , 










4) 2 2( ) ,
D
x y dxdy  если область D ограничена лемнискатой Бернулли 
 22 2 2 2x y x y   . 








dx x y dy


  ; 2)
 










   ; 
3) 
2 2





x y x y

  
  . 
 
3. Вычисление площадей фигур и объемов тел с помощью двой-
ного интеграла 
1. Если область D определена неравенствами вида a x b  , 







D a y x
S dxdy dx dy     
2. Если область D определена неравенствами вида с y d  , 







D c x y
S dxdy dy dx     
3. Если область D определена в полярных координатах неравенствами 








S rdrd d rdr

 
      
4. Пусть цилиндрическое тело ограничено сверху поверхностью 
( , )z f x y , снизу – плоскостью 0z  , его образующие параллельны оси 
Oz, а направляющая – замкнутая кривая, ограничивающая в плоскости 
xOy область D. Объем этого тела может быть найден по формуле: 
( , ) .
D D












Задания для аудиторной работы 
15. Вычислить площади фигур, ограниченных следующими линиями: 
 1) , 5 , 1y x y x x   ; 2) 
2 23, 1
4
y x y x   ; 
 3) 2 4 , 3 0y x x y    ; 4) 2 2, 2x y x y   ; 
 5)    22 2 2 2 22x y a x y   ; 6) sin2 , 0r a a  . 






dx x y dy

  , и вычислить этот объем. 
17. Вычислить объемы тел, ограниченных следующими поверхностями: 
 1) 2 2 2 2 2 2,x y R x z R    ; 
 2) 2 2, 10, 0z x y z x y z      . 
18. Вычислить объем тела, ограниченного снизу частью плоскости хОу, 
расположенной внутри лемнискаты 2 2 cos2r a  , сверху – поверхностью 
шара 2 2 2 2x y z a   , с боков – цилиндрической поверхностью, направ-
ляющей для которой служит лемниската. 
19. Вычислить объем тела, ограниченного координатными плоскостями, 
плоскостями 4, 4x y   и параболоидом 2 2 1z x y   . 
20. Найти массу круга радиуса а, плотность которого в каждой точке про-
порциональна расстоянию от этой точки до контура круга. 
21. Вычислить координаты центра тяжести фигуры, ограниченной кар-
диоидой (1 cos )r a   . 
22. Вычислить координаты центра тяжести фигуры, ограниченной сину-
соидой siny x  и прямой 
4
x  . 
 
Задания для индивидуальной работы 
23. Вычислить площади фигур, ограниченных заданными линиями: 
 1) , 2 , 4y x y x x   ;  1) 2y x  , 2 4 4y x  ; 
 3) 24y x x  , 22 5y x x  ; 4) sin2 , 0r a a  . 
24. Переходя к полярным координатам, найти площадь области, ограни-
ченной линиями 
1) 2 2 2 22 , 4 , , 0x y x x y x y x y      ; 
2) 2 2 2 2 2, 2 0, 0x y a x y ax y      . 
25. Вычислить объемы тел, ограниченных указанными поверхностями: 










 2) цилиндром 22x y  и плоскостями 2 4x y z   , 0y  , 0z  ; 
 3) параболоидом 2 2z x y   и плоскостями 0, 1, 2z y y x   , 
6y x  ; 
 4) параболоидами 2 2 4x y x  , 2 22z x y   и плоскостью 0z  . 
26. Вычислить объемы тел, ограниченных указанными поверхностями. 
 1) 24z x  , 2 4x y  , 0x  , 0y  , 0z  ; 
 2) 2 2 2x y a  , 2 2 2 2x y z a    ; 
 3) 2 2z x y  ; 2y x ; 1y  , 0z  ; 
 4) 2 26z x y  , 2 2 2 27x y z   , 0z  . 
 
4. Тройной интеграл, его вычисление в декартовых, цилиндриче-
ских и сферических координатах 
1. Если в пространстве задана замкнутая область  V , определенная 
неравенствами a x b  , 1 2( ) ( )y x y y x  , 1 2( , ) ( , )z x y z z x y  , то трой-





( ) ( , )
( ) ( , )
( , , ) ( , , )
y x z x yb
V a y x z x y
f x y z dxdydz dx dyz f x y z dz    . 
Если ( , , ) 1f x y z  , для всех  ( , , )x y z V , то тройной интеграл 
 V
dxdydz определяет объем данной области, т. е. 
 V
V dxdydz  . 
2. Тройной интеграл в цилиндрических координатах. 
Декартовы и цилиндрические координаты точки  , ,P x y z  связаны со-
отношениями cos , sin ,x r y r z z    , где 0 2 ,    0 ,r    
z   . 
Якобиан преобразования ( , , )J r z r  . Формула перехода в тройном 
интеграле от прямоугольных координат к цилиндрическим имеет вид: 
   1
( , , ) ( cos , sin , )
V V
f x y z dxdydz f r r z r drd dz    . 
3. Тройной интеграл в сферических координатах. 
Декартовы и сферические координатами точки  , ,P x y z  связаны со-
отношениями sin cos , sin sin , cosx r y r z r       , где 0 ,r  
0 , 0 2       . 
Якобиан преобразования 2( , , ) sinJ r r   . Формула перехода в трой-










   1
2( , , ) ( sin cos , sin sin , cos ) sin .
V V
f x y z dxdydz f r r r r dr d d          
Пример 3. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 
 
( , , ) ,
V
f x y z dxdydz  если область интегрирования ограничена поверхно-
стями 2y x , 0z  , 4y z  . 
Решение. Изобразим пространственную область  V : 2y x  – пара-
болический цилиндр, ограниченный снизу плоскостью 0,z   сверху – 
плоскостью, параллельной оси Ox. Проекция на плоскость xOy пред-




4 2 4 4
0 2 0
( , , ) ( , , ) ( , , ) .
y x
V D x
f x y z dxdydz dxdy f x y z dz dx dy f x y z dz
 







( , , )
x
x
dx dy f x y z dz


   . 





x y zdxdydz  если область (V) определяется нера-
венствами 0 1, 0 , 0x y x z xy      . 
28. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 
( )
( ; ; )
V
f x y z dx dy dz , где область (V) ограничена поверхностями 
2 2 1,x y  0, 1,z z  ( 0, 0)x y  . Интегрирование проводить в после-

































   
 0, 0 , 0x y z   , плоскостью z c  и координатными плоскостями. 
30. Перейти в тройном интеграле 
( )
( ; ; )
V
f x y z dx dy dz  к цилиндрическим 
координатам, если область (V) ограничена цилиндром 2 2 2x y R   и 
плоскостями 0, 1, , 3z z y x y x    . 







 ,   : 0V y  , 3y x ,  2 23z x y  , 3z  ; 
2) 
   32 2V
xydxdydz
x y
 ,  V : 2 2z x y  , 0y  , y x , 4z  . 
32. Перейти в тройном интеграле 
( )
( ; ; )
V
f x y z dx dy dz  к сферическим ко-
ординатам, если область (V) – часть шара 2 2 2 2,x y z R    лежащая в 
первом октанте. 










x dxdydz ,  V : 2 2 21 16x y z    ,  V : 0y  , y x , 0z  . 
Задания для индивидуальной работы 
34. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 
( , , )
V
f x y z dxdydz , где область V ограничена заданными поверхностями: 
1) 2: 2 4, 2, 2V y z y z y x     ; 2) 2 2: , 9V x z y x   ; 
3) 2 2 2: , 0 3V x z y y    ; 4) 2 2 2: 9, 0V x y z x    . 
35. Вычислить интегралы: 
 1) 3 3
0 0 0
xya x












x dx dy dz , если область V ограничена плоскостями 
0, 0, ,x y y h    x z a  ; 
3)  2
V
x y dxdydz , если область V: 24, 4 , 4z x y y x x     , 
0z  . 











   ; 
 2) 2 2 ,
V
x y dxdydz  если область V ограничена поверхностями 






x y ,  V :  
2 22z x y  , 0y  , 1
3
y x , 18z  . 






x y z 
 ,  V : 2 2 2 16x y z   , 0z  . 




z dx dy dz , если область V ограничена поверхностями 
2 2 2 4,x y z   2 2 2 9, 0x y z z    . 
5. Приложения тройного интеграла 
1. Вычисление объемов, массы тела. 
Объем V области  V  выражается формулой: 
 V
V dxdydz  . 
В цилиндрических координатах этот интеграл имеет вид: 
 V
V d d dz  

  , 




V r drd d  

  . 
Если тело занимает объем V и  , ,x y z   – плотность его в точке 














2. Центр масс и моменты инерции тела. 





















  , 
где m – масса тела. 
Если тело является однородным, то плотность в каждой точке 1  . 
















I x dxdydz  . 
Момент инерции тела относительно некоторой оси Ou можно 





I r dxdydz  , где r – расстояние точки  , ,N x y z  
тела от оси Ou. 
В частности, моменты инерции тела относительно координатных 

















I x y dxdydz  . 
Момент инерции тела относительно начала координат определя-





I x y z dxdydz   . 
Очевидно, имеют место следующие соотношения: 
x xy xzI I I  , y yx yzI I I  , z zx zyI I I  , 0 xy yz zxI I I I   . 
Пример 4. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
2 2z x y  , 2 22 0z x y    . 
Решение. 2 2z x y   – часть конуса, которая 
ограничивает тело снизу. 2 22z x y    – парабо-
лоид, который ограничивает тело сверху. Найдем 
линию и высоту пересечения данных поверхностей. 




x y zz x y
x y zz x y
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Проекцией области интегрирования   на плос-
кость xOy является круг радиуса 1R   с  центром в 
начале координат. Перейдем к цилиндрическим ко-
ординатам: 
0 2   , 0 1r  , 22 .r z r    
Объем тела равен: 
V dxdydz r dr d dz
 
   
 
 


















    
 
1 1 52 1 .
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Задания для аудиторной работы 
38. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ограниченно-
го указанными поверхностями 2 2 1x y  , 2z x y   , 0z  . Сделать 
чертеж. 
39. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 2 2 10x y x  , 
2 2 13x y x  , 2 2 , 0, 0.z x y z y     
40. Вычислить объем части шара 2 2 2 1x y z   , расположенной внутри 
конуса 2 2 2.z x y   
41. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимающего 
область  V : 2 22z x y  , 8z  . 
42. Вычислить момент инерции относительно оси Ox однородного тела, 
занимающего область  V : 2 2x y z  , 2x  . Плотность тела   принять 
равной 1. 
 
Задания для индивидуальной работы 
43. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ограниченно-
го указанными поверхностями. Сделать чертеж. 
1)  V : 2 2 4x y  , 4z x y   , 0z  ; 
2)  V : 0x  , 0z  , z y , 4x  , 225y x  . 












44. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимающего 
область  V , ограниченную указанными поверхностями. 
1)  V : 2 26x y z  , 2 2 9y z  , 0x  ; 
2)  V :  2 28z x y  , 32z  . 
45. Вычислить момент инерции относительно указанной оси координат 
однородного тела, занимающего область  V , ограниченную данными 
поверхностями. Плотность тела   принять равной 1. 
1)  V : 2 2x y z  , 9x  , Ox; 
2)  V : 2 2 2y x z  , 2y  , Oy. 
 
КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
6. Криволинейные интегралы первого рода (по длине дуги) 
Пусть в пространстве 3  задана гладкая дуга ABL  кривой L, во всех 
точках которой определена непрерывная функция  , ,u f x y z . Дугу AB 
произвольным образом разобьем на n частей длиной ( 1, )i i n  . Обо-
значим через max
i i
  . На каждой элементарной дуге выберем про-
извольную точку ( , , )i i i iM x y z  и вычислим    , ,i i i i iu f M f x y z  . 
Составим интегральную сумму 
1
( , , ) .
n
n i i i i
i
I f x y z

    Конечный предел 
полученной интегральной суммы при 0  называется криволинейным 
интегралом первого рода по дуге ABL  от функции ( , , )f x y z : 
0
1
( , , ) lim ( , , ) .
n
i i i i
iAB
f x y z dl f x y z


    
Если кривая AB лежит в плоскости xOy и в каждой точке этой кривой 
задана непрерывная функция  ,f x y , то 
0
1




f x y d f x y


     
Вычисление криволинейного интеграла первого рода сводится к вы-
числению определенного интеграла. 
а) Пусть дуга AB задана параметрически с помощью уравнений 
( )x x t , ( )y y t , ( )z z t , [ , ]t   . Тогда 
       2 2 2( , , ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) .
AB
f x y z d f x t y t z t x t y t z t dt












б) Если дуга АВ плоской кривой задана непрерывной и дифференци-
руемой на  ;a b  функцией  y g x , то 
   2( , ) , ( ) ) 1 ( ) .
b
AB a
f x y d f x g x g x dx    
в) Если дуга АВ задана полярным уравнением    , ;r r      , то 
        2 2( , ) cos , sin
AB
f x y d f r r r r d


         . 
Некоторые свойства криволинейного интеграла по дуге: 
1. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от направления 
пути интегрирования. 
2.  Если дуга 1 2L L L   и при этом 1 2L L   , то 
1 2
( , , ) ( , , ) ( , , ) .
L L L
f x y z d f x y z d f x y z d       
3. Если  , , 1f x y z  , то AB
AB
d     – длина дуги АВ. 
 
Задания для аудиторной работы 




 , где L – отрезок прямой 2
2
xy   , соеди-
няющий точки (0; –2) и (4; 0). 
47. Вычислить интеграл  2 3
L
x y d  , где L – контур треугольника АВО с 
вершинами в точках А(1; 0), B(0; 1), O(0; 0). 
48. Вычислить интеграл 2
L
yd  , если L – первая арка циклоиды 
 sinx a t t  ,  1 cos ( 0).y a t a    
49. Вычислить интеграл 
L
x y zd  , если L – отрезок прямой между точка-
ми А(1; 0; 1) и В( 2; 2; 3). 
50. Вычислить интеграл | |
L
y d  , если L – дуга лемнискаты Бернулли 
   22 2 2 2 2 , 0x y a x y x    . 










Задания для индивидуальной работы 








x y , если L – отрезок прямой 2 5 , 1 3y x x    . 
53. Вычислить 
L
xyd  , если L – контур прямоугольника с вершинами в 
точках  0;0A ,  4;0B ,  4;2C ,  0,2D . 
54. Вычислить интегралы: 
 1) 2 2
L
x y dl , где L – кривая (cos sin );(sin sin );
x a t t t




2)  233 2
L
x a y dl , если 3 3: cos , sin , 0 .2L x a t y a t t
     




x , где L – кривая 1 cos , 0 ;2r
      
2)  
L
x y dl , если 2: 4cos2 , 0 .4L r
     
56. Вычислить длину дуги кривой L, если: 
1) 2 3: 3 , 3 , 2 , 0 1.L x t y t z t t      
2) : cos , sin , , 0 .t t tL x e t y e t z e t         
 
7. Криволинейный интеграл второго рода (по координатам) 
Пусть задана дуга AB L , в каждой точке  ; ;M x y z  которой приложе-
на сила  F F M
 
, переменная по величине и направлению 
              ; ; ; ; ;F M P M Q M R M P x y i Q x y j R x y k       . Вычислим 
работу силы F

 при перемещении материальной точки из положения А в 
положение В по дуге АВ. 
Разобьем дугу АВ на n элементарных дуг 1i iM M , и каждую из них за-
меним хордой, соединяющей ее концы. Считаем, что при движении ма-
териальной точки вдоль элементарной хорды сила остается постоянной, 
равной  1iF F M 
 
. Тогда элемент работы вектора силы по перемеще-










   1 1 1, , , ,i i i i i i i i iA F M M M M M x y z        
 
 тогда 
     1 1 1 ,i i i i i i iA P M x Q M y R M z           
 где      , , , , , , , ,P x y z Q x y z R x y z  – непрерывные функции. 
Всю работу вектора силы по перемещению по дуге АВ получим, если 


















   
Конечный предел такого вида интегральных сумм называют криволи-
нейным интегралом второго рода (КРИ-II) (по координатам) и обозна-
чают 
         , , , , , , , , , .
L L
F M ds P x y z dx Q x y z dy R x y z dz ds dx dy dz     
  
 
Таким образом,   .
L
A f M ds 
 
 
КРИ–II зависит от выбора направления обхода кривой: если изменить 
направление обхода, то интеграл меняет знак: 
AB BA
Pdx Qdy Rdz Pdx Qdy Rdz       . 
Вычисление КРИ–II сводится к вычислению определенного интеграла. 
Если линия L задана параметрическими уравнениями  x x t , 
 y y t ,  z z t   1 2t t t   и значению 1t  соответствует точка A, а зна-
чению 2t  – точка B, то 
     , , , , , ,
AB
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz    
                 
        
2
1




P x t y t z t x t Q x t y t z t y t
R x t y t z t z t dt
   

  
В частности, для кривой L, лежащей в плоскости xOy, формула примет 
вид: 
                  
2
1
, , , ,
t
AB t












Задания для аудиторной работы 
57. Вычислить данные криволинейные интегралы: 
1)    2 2 ,
L
y x dx x y dy    где L – дуга параболы 22y x x   от  1;1A  
до  3; 3B  ; 
2)  2 2
ABL
x y dx xydy  , где ABL  – отрезок прямой AB от  1,1A  до 
 3,4B ; 
3) 2 22
ABL
xydx y dy z dz  , где ABL  – дуга одного витка ABL  винтовой ли-
нии cosx t , siny t , 2z t ;  1,0,0A ,  1,0,4B  .  
4) 
L
ydx xdy , где L – дуга эллипса 3cosx t , 2siny t , «пробегае-
мая» в положительном направлении обхода. 
5) ( 2) (2 ) ,
L
x y dx y x dy    где L – контур треугольника с вершинами 
     2; 0 , 0; 0 , 0;1A B C , пробегаемый в положительном направлении; 
58. Вычислить работу силы F yz i xz j xy k  
   
 вдоль отрезка прямой 
ВС, если В(1;1;1) и С(2;3;4). 
Задания для индивидуальной работы 
59. Вычислить криволинейные интегралы 
1) 2( )
L
xy y dx xdy  , где L – дуга параболы 22y x  от  0,0O  до 
 1, 2A ; 
2) 2(2 ) ( )
L
x y dx xy x dy   , где L – отрезок прямой 4 6y x   от 
 1; 2А   до  0;6В ; 
3)  1
ABL
xdx ydy x y dz    , где ABL  – отрезок прямой AB от  1,1,1A  
до  2,3,4B ; 
4) 2 ,
L














x dy y dx
x y

 , где ABL  – дуга астроиды 
32cosx t , 32siny t  от 
точки  2,0A  до точки  0,2B . 
60. Вычислить криволинейные интегралы 
1) 2( ) ( )
L
xy x dx x y dy   , где L – дуга параболы 2 2y x  от  2; 2A   
до  8;4B ; 
2) 
( ; 2 )
(0; 0)
cos sinx y dx y x dy
 
  , вдоль отрезка прямой; 
3) 2 2 2
OBL
xy dx yz dy x zdz  , где OBL  – отрезок прямой OB от  0,0,0O  
до  2,4,5B  ; 
4)  2 2
( )L
x y dy , где L – контур прямоугольника, образованного пря-
мыми 1, 3, 1, 5x x y y    ; 
5)    2
L
x y dx x y dy   , L – окружность 2cosx t , 2siny t  при по-
ложительном направлении обхода. 
61. Вычислить работу силы  2 2 1 2F x y i xyj       вдоль дуги параболы 
3y x , заключенной между точками  0,0A  и  1,1B . 
 
8. Формула Грина. Независимость криволинейного  
интеграла 2-го рода от пути интегрирования 
Теорема. Пусть функции    , , ,P x y Q x y  и их частные производные 
непрерывны в замкнутой области D, ограниченной контуром С. Тогда 
имеет место формула Грина 
   , ,
C D
Q PP x y dx Q x y dy dxdy
x y
         , 
при этом обход контура С совершается так, что область D все время 
остается слева. 
Криволинейный интеграл 
   , ,
L










где контур L целиком лежит внутри некоторой односвязной области D , в 
которой функции  ,P x y  и  ,Q x y  непрерывны вместе со своими част-







В этом случае равносильны следующие утверждения: 
1)    , , 0,
L
P x y dx Q x y dy   где L – любой замкнутый контур, содер-
жащийся в области D. 
2)    , ,
AB
P x y dx Q x y dy  не зависит от пути интегрирования, соеди-
няющего точки А и В. 
3) Выражение    , ,P x y dx Q x y dy  является полным дифференциа-
лом некоторой функции  ,u u x y , т. е.    , ,du P x y dx Q x y dy  , где 
 , uP x y x






       , ,
B
AB A
P x y dx Q x y dy du u B u A     . 
Таким образом, интеграл не зависит от пути интегрирования, а зависит 
только от значений функции  ,u x y  в начальной и конечной точках пути 
интегрирования.  Функцию  ,u x y  можно найти по формуле 
 
0 0
0, ( , ) ( , )
yx
x y
u x y P x y dx Q x y dy C    , 
где  0 0,x y  – произвольная фиксированная точка из области D,  ,x y  – 
переменная точка из области D. 
С помощью криволинейного интеграла второго рода можно вычислить 
площадь области D: 
 12
C
S ydx xdy   . 
Криволинейный интеграл 
     , , , , , ,
L
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz  , 
где L – контур, целиком лежащий в односвязной области 3V   , в кото-










частными производными, не зависит от пути интегрирования тогда и 














В этом случае подынтегральное выражение представляет собой пол-
ный дифференциал некоторой функции: 
       , , , , , , , ,P x y z dx Q x y z dy R x y z dz du x y z   , 
 
 




2 2 2 1 1 1
, ,
, , , ,
x y z
x y z
Pdx Qdy Rdz u x y z u x y z    . 
В частности, криволинейный интеграл по замкнутому контуру в этом 
случае равен нулю: 
0
L
Pdx Qdy Rdz   . 
 
Задания для аудиторной работы 
62. Применив формулу Грина, вычислить  22
L
y dx x y dy  ,  
где L – контур треугольника ABC с вершинами в точках  3,0A ,  3,3B  и 
 0,3C . 
63. Вычислить криволинейный интеграл 
   2 2 3 2 23 4 4 3
AB
x y xy dx x x y y dy    , 
где  1,1B , предварительно определив функцию  ,u x y , полным диффе-
ренциалом которой является подынтегральное выражение. 




2 5 3xy x dx x y dy

     . 
65. Проверить, являются ли данные выражения полным дифференциа-
лом функции двух переменных, если это так, то найти эти функции: 
 1)    2 2 2 23 2 2 3x xy y dx x xy y dy     ; 
 2)    2 3 2 25 2 15y x y xe y e dx xe y e dy   . 
66. С помощью криволинейного интеграла второго рода вычислить пло-
щадь фигуры, ограниченной первой аркой циклоиды  sinx a t t  , 











Задания для индивидуальной работы 
67. Применив формулу Грина, вычислить интеграл  22
ABCL
y dx x y dy   
по контуру треугольника ABC с вершинами  2,0A ,  2,2B  и  0,2C .  
68. Вычислить криволинейный интеграл 
   23 4 6 4 4
AB
y y dx xy x y dy    , где  0,1A ,  1,2B , предварительно 
определив функцию  ,u x y , полным дифференциалом которой является 
подынтегральное выражение. 
69. Вычислить криволинейные интегралы: 
 1)    
(4;3)
2 2 2 2
(2;1)
2 2x xy y dx x xy y dy     ; 




sin 2 2 cosx xy y dx x xy y dy
 





















Задание 1. Изменить порядок интегрирования: 
1 2 2
0 0 1 0
x x
dx fdy dx fdy

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
x y dxdy  по области 
2:D y x ; 2y x . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0y y x   , 2 24 0y y x   , 
3
xy  , 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл: 28 xyz
V
y ze dxdydz  , где об-
ласть : 2, 0,V x x   1, 0,y y    2, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями, где  ,x y  – плотность: 
:V  0z  , 2z   y x  ,  2 2 24z x y  ; 2 2y x y   . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
 2 2 22 2
L
z z x y d    , где L – дуга кривой cosx t t , siny t t , z t , 
0 2t   . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
   2 22 2
ABL
x xy dx y xy dy   , где ABL  – дуга параболы 2y x  от точки 
 1,1A   до точки  1,1B . 
 
Вариант 2 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования: 
21 2 2
0 0 1 0
x x
dx fdy dx fdy

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  7 5 3
D
x y dxdy   по области 
D: 1y
x











Задание3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0x y y   , 2 28 0x x y   , 0y  , 
3
xy  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл:  22 2
V
y z ch xyz dxdydz  , где 
область 1: , 0,
2
V x x   2, 0,y y   1, 0z z   . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 21 36x y   , 0z  , 0x  , y x ; 4  . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  2 2
L
x y d  , где L – 
окружность 2 2 4x y  . 




x dy y dx
x y












 от точки  2,0A  до точки  0,2B . 
 
Вариант 3 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
2 23 2 4 2 4
0 0 03
x x
dx fdy dx fdy
  
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  4 7
D
x xy dxdy   по области 
D: 1y
x
 ; 1y  ; 2x  . 
Задание3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 26 0y y x   , 2 28 0y y x   , 
3
xy  , 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2
2
V
xyzy z ch dxdydz      , об-











Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 2 32x y z   , 2 2 2y x z  , 0y  ; y  . 





 , где 
LOB – отрезок прямой, соединяющий точки  0,0O  и  2,2B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл  2 2 2
OAL
x y dx xydy  , 
где OAL  - дуга кубической параболы 
3y x  от точки  0,0O  до точки 
 1,1A . 
 
Вариант 4 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
2
1 0 0 0
12 2 yy
dy fdx dy fdx

  
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  1
D
yx y dxdy   по области 
D: 1y
x
 ; y x ; 2x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 24 0x x y   , 0y  , y x . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 cos
9
V
xyzy dxdydz      , где 
область : 9, 0,V x x   1, 0,y y   2 , 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 2 8x y z   , 2 2 2x y z  , 0x  ; x  . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  34 3
ABL
x y d  , где 
LAB – отрезок прямой AB от точки  1,0A   до точки  0,1B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл    2
L
x y dx x y dy   , 













Задание 1. Изменить порядок интегрирования 




dx fdy dx fdy

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
x xy dxdy   по области 
D: 2 1y x  ; 1y x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 28 0y y x   , 2 210 0y y x   , 
3
xy  , 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2
V
y z ch xyz dxdydz  , где об-
ласть : 1, 0,V x x   1, 0,y y   1, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 28z x y   , 2 2z x y  , 0y  ; y  . 





 , где LAB – 
отрезок прямой, заключенной между точками  0,4A  и  4,0B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
   2 2 2
L
x y x dx y x y dy   , где L – эллипс 3cosx t , 2siny t  при по-
ложительном направлении обхода. 
 
Вариант 6 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
  3
1 0 0 0
2 2 1y y
dy fdx dy fdx

   
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
y xy dxdy  по области  
D: y x  , 1y  ; 0x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 










Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 sin
2
V
xyzx z dxdydz      , где 
область : 1, 0,V x x   4, 0,y y   , 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 













x y  , где L – 
дуга кардиоиды  2 1 cos   , 0 2
  . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл   21
ABL
xy dx x ydy  , 
где LАВ – дуга эллипса cosx t , 2siny t  от точки  1,0A  до точки 
 0,2 .B  
 
Вариант 7 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
2 21 2
0 0 1 0
y y
dy fdx dy fdx

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  22
D
x y dxdy  по области  
D: 2x y  ; 1x   . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0y y x   , 2 26 0y y x   , y x , 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  22 2
V
x z sh xyz dxdydz  , где 
область : 2, 0,V x x   1, 0,
2
y y   1, 0
2
z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 















Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
ABL
yd  , где LАВ – дуга 
астроиды 3cosx t , 3siny t , заключенная между точками  1,0A  и 
 0,1B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 22
OBAL
xydx x dy , где 
LОВА – ломаная ОВА;  0,0O ;  2,0B ;  2,1A . 
 
Вариант 8 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
1 0 2 0
0 1 2y y
dy fdx dy fdx
  
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  1
D
xy dxdy  по области  
D: 2y x ; 2x y  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 210 0x x y   , 0y  , 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  22
V
x z sh xyz dxdydz  , где 
область : 1, 0,V x x   1, 0,y y    1, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 






Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
OBL
yd  , где LOB – дуга 
параболы 2 2
3
y x  между точками  0,0O  и 35 35,6 3B
 
   
. 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл  2 2
ABL
x y dx xydy  , 














Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
221 2
0 0 1 0
y y
dy fdx dy fdx

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  4 5
D
x y dxdy  по области  
D: y x ; y x  ; 1y   . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 26 0y y x   , 2 210 0y y x   , y x , 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 cos
3
V
xyzy z dxdydz      , где 
область : 3, 0,V x x   1, 0,y y   2 , 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 







Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  2 2 2
L
x y z d   , где 
L – дуга кривой cosx t , siny t , 3z t , 0 2t   . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл cos sin
ABL
ydx xdy , где 
ABL  – отрезок прямой АВ,  2 , 2A   ,  2 ,2B   . 
 
Вариант 10 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
  3
1 0 0 0
2 2 1x x
dx fdy dx fdy

   
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  22 3
D
xy dxdy  по области D: 
2y x  ; y x . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 24 0x x y   , 
3










Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2
V
x z sh xyz dxdydz  , где об-
ласть : 2, 0,V x x   1, 0,y y   1, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 







Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
L
yarctg d
x  , где L – дуга 
кардиоиды  1 cos   , 0 2
  . 





 , где ABL  – 
отрезок прямой АВ,  1,2A ,  3,6B . 
 
Вариант 11 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования: 
31 2
0 0 1 0
y y
dy fdx dy fdx    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  3 2
D
xy dxdy  по области  
D: 2 2y x  ; y x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0y y x   , 2 24 0y y x   , 3y x  , 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 22 xyz
V
y ze dxdydz  , где об-
ласть : 1, 0,V x x   1, 0,y y   1, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 







Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 2
L
yd  , где L – первая 










Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл  
ABL
xydx y x dy  , где 
ABL  – дуга кубической параболы 
3y x  от точки  0,0A  до точки  1,1B . 
 
Вариант 12 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования:  
2 2
3 0 0 0
2 34 4 2x x
dx fdy dx fdy

    
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  23 2
D
xy dxdy  по области  
D: y x  ; 1x   ; 0y  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 26 0x x y   , 
3
xy  ; 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 sin
4
V
xyzx z dxdydz      , где 
область : 1, 0,V x x   2 , 0,y y   4, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 2x y x  , 2y z  , 0z  ; 2 2x y   . 





 , где 
LОА – отрезок прямой, соединяющий точки  0,0O  и  1,2A . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
   2 2 2
ABCL
x y dx x y dy   , где ABCL  – ломаная, соединяющая точки 
 1,2A ,  3,2B ,  3,5C . 
 
Вариант 13 





dy fdx dy fdx












Задание 2. Вычислить двойной интеграл  25 3
D
x y dxdy  по области  
D: 1y x  ; 0y  ; 0x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0y y x   , 2 26 0y y x   , 3y x  , 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 cos
V
y z xyz dxdydz  , где 
область : 1, 0,V x x   , 0,y y   2, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 22 8x y z    , 2 2 2z y x  , 0x  , 0y  , 0z  ; xy  . 










  , где L – 
дуга кривой 9sin2  , 0
4
  . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 2 2 2 ,
OBL
xy dx yz dy x zdz   
где OBL  – отрезок прямой ОВ,  0,0,0O ,  2,4,5B  . 
 
Вариант 14 






dy fdx dy fdx    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  8 5
D
y dxdy  по области  
D: 21y x  ;  2 0y x x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 28 0x x y   , 
3
xy  , 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 28 xyz
V
y ze dxdydz  , где об-










Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 







Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
OABCL
xyd  , где LОАВС – 
контур прямоугольника с вершинами  0,0O ,  4,0A ,  4,2B ,  0,2C . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
OBL
ydx xdy , где OAL  – 
дуга окружности cosx R t , siny R t ;  ,0O R ,  0,A R . 
 
Вариант 15 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
21 2
0 0 1 0
y y
dy fdx dy fdx

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  4 3
D
xy dxdy  по области  
D: y x ; y x  , 1x   . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0y y x   , 2 26 0y y x   , 
3
xy  , 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 sin
V
x z xyz dxdydz  , где об-
ласть : 2, 0,V x x   , 0,y y   1, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 







Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  
ABOL
x y d  , где LАВО – 
контур треугольника с вершинами  1,0A ,  0,1B ,  0,0O . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл  
OAL
xydx y x dy  , где 
OAL  – дуга параболы 












Задание 1. Изменить порядок интегрирования:  
2
1 0 2 0
0 1 2y y
dy fdx dy fdx
  
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2 3
D
x y dxdy   по области 
D: 2x y ; 9x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 24 0x x y   , 
3
xy  , 0y  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 22 xy
V
y e dxdydz , где область 
: 0,V x   1, ,y y x   1, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 22 0x x y   , 0y  , 0z  , 2x z  ; 2 2x y   . 






 , где L – первый 
виток винтовой линии 2cosx t , 2siny t , 2z t . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
 1
ABL
xdx ydy x y dz    , где ABL  – отрезок прямой АВ,  1,1,1A , 
 2,3,4B . 
Вариант 17 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 




dy fdx dy fdx

    
     




e dxdy  по области D: 2 ;y x  
0x  , 1y  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x y y   , 2 210 0y y x   , 
3










Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 2
V
y ch xy dxdydz  , где об-
ласть : 0,V x   2, 4 ,y y x   2, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 







Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  
OABL
x y d  , где LОАВ – 
контур треугольника с вершинами  0,0O ,  1,0A  ,  0,1B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл   21
ABL
xy dx x ydy  , 
где ABL  – дуга параболы 
2 4 4y x   от точки  1,0A  до точки  0,2B . 
 
Вариант 18 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
221 2
0 0 1 0
yy
dy fdx dy fdx

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
y x dxdy  по области  
D: y x ; 1y  , y x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 26 0x x y   , 
3
xy  , 0y  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 3
V
x sh xy dxdydz  , где об-
ласть : 1,V x   2 , 0,y x y   36, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 2x y y  , 0z  , 3z  ; 2 2z x y    . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  
L
x y d  , где L – дуга 
лемнискаты Бернулли 2 cos2  , 
4 4










Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл  
OBL
xydx y x dy  , где 
OBL  – дуга параболы 
2y x  от точки  0,0O  до точки  1,1B . 
 
Вариант 19 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
2
1 0 0 0
12 2 xx
dx fdy dx fdy

  
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  4 1
D
xy dxdy  по области  
D: y x ; 1; 0y x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0y y x   , 2 210 0y y x   , 
3
xy  , 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 cos
4
V
y xy dxdydz      , где 
область : 0,V x   1, ,
2
xy y    2, 0z z   . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V   2 2 22x y z  , 4x   0x  ; x  . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 2 2
L
x y d  , где L – 
окружность 2 2 2x y y  . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл  2
OBL
xy y dx xdy  , где 
OBL  – дуга параболы 
2y x  от точки  0,0O  до точки  1,1B . 
 
Вариант 20 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования: 
21 0
2 0 1 0
y y
dy fdx dy fdx
 
 
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
x xy dxdy  по области  










Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 26 0x x y   , 0y  , y x . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 xy
V
y e dxdydz  , где область 
: 0,V x   2, 4 ,y y x    1, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 1x y  , 2 2 2x y z  , 0x  , 0y  , 0z  ; 10x  . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
OABCL
xyd  , где LОАВС – 
контур прямоугольника с вершинами  0,0O ,  5,0A ,  5,3B ,  0,3C . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
ABL
xdy ydx , где ABL  – 
дуга астроиды 32cosx t , 32siny t  от точки  2,0A  до точки  0,2B . 
 
Вариант 21 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
2 21 2 0
0 1 02
x x
dx fdy dx fdy
 

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
y xy dxdy  по области  
D: 1y x  ; 1y  ; 1x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0y y x   , 2 24 0y y x   , y x ; 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 2
V
y ch xyz dxdydz  , где об-
ласть : 0,V x   1, ,y y x   8, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 2 1x y z   , 2 2 24x y z  , 0x  , 0y  , 0z  ; 20z  . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  2 2
L
x y d  , где L – 










Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл   212
ABL
xy x dx x ydy  , 
где ABL  – дуга параболы 
2 4y x  от точки  0,0A  до точки  1,2B . 
 
Вариант 22 






dx fdy dx fdy

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  5 3
D
x y dxdy  по области  
D: 2y x ; y x . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0x x y   , 2 24 0x x y   , 0y  ; 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 2
xy
V
y e dxdydz  , где область 
: 0,V x   2, 2 ,y y x   1, 0z z   . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V   2 2 236 x y z  , 2 2 1x y  , 0x  , 0z  ;  2 256 x y   . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  3 34 3
ABL
x y d  , где 
LАВ – дуга астроиды 3cosx t , 3siny t  заключенная между точками 
 1,0A  и  0,1B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл   21
ABL
xy dx x ydy  , 
где ABL  – отрезок прямой АВ,  1,0A ,  0,2B . 
 
Вариант 23 





dy fdx dy fdx
 











Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
xy dxdy  по области  
D: 2y x ; 1y  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 26 0y y x   , 2 28 0y y x   , y x ; 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 cos
2
V
y xy dxdydz      , где 
область : 0,V x   1, ,y y x    22 , 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 4x y  , 2 2 8x y z  , 0x  , 0y  , 0z  ; 5x  . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
L
xyd  , где L – контур 
квадрата со сторонами 1x   , 1y   . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 2 22
ABL
xydx y dy z dz  , 
где ABL  – дуга одного витка винтовой линии cosx t , siny t , 2z t  от 
точки  1,0,0A  до точки  1,0,4B  . 
 
Вариант 24 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
1 1
0 0 1 ln
y e
y
dy fdx dy fdx    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  3
D
x xy dxdy , если область 
D – треугольник OBC , с вершинами в точках  0;0O ,  1;0B  ,  0;1C . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0x x y   , 2 28 0x x y   , 0y  ; 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 cos
V
y xy dxdydz  , где 
область : 0,V x   1, 2 ,y y x   2, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 










Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 2
L
y d  , где L – первая 
арка циклоиды sinx t t  , 1 cosy t  . 




 , где ABL  – 
дуга линии lny x , от точки  1,0A  до точки  ,1B e . 
 
Вариант 25 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
2
1 0 2 0
0 1 2y y
dy fdx dy fdx
  
    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2 1
D
xy dxdy  по области  
D: 3y x , 0x  , 1y   . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0y y x   , 2 28 0y y x   , y x ; 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 s 2
V
x h xy dxdydz  , где об-
ласть : 1,V x    , 0,y x y   8, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V   2 2 225 x y z  , 2 2 4x y  , 0x  , 0y  , 0z  ;  2 22 x y   . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
ABCDL
xyd  , где LABCD – 
контур прямоугольника с вершинами  2,0A ,  4,0B ,  4,3C ,  2,3D . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
L
ydx xdy , где L – дуга 




Задание 1. Изменить порядок интегрирования: 
2 2
3 0 2 0
0 34 2 4x x
dx fdy dx fdy
   










Задание 2. Вычислить двойной интеграл  4
D
x y dxdy  по области  
D: 0x  , 2y x , 1y  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0x x y   , 2 28 0x x y   , 
3
xy  ; 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2
V
y ch xy dxdydz   , где об-
ласть : 0,V x   1, ,y y x    2, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 1x y  , 2 2 6x y z  , 0x  , 0y  , 0z  ; 90y  . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
L
yd  , где L – дуга пара-
болы 2 2y x , отсеченная параболой 2 2x y . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 22
OAL
xydx x dy , где 
LОА – дуга параболы 
2
4
xy  , от точки  0,0O  до точки  2,1A . 
 
Вариант 27 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
1 1
0 0 1 ln
y e
y
dy fdx dy fdx    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  2
D
x y dxdy  по области  
D: : 0D y  , y x , 1x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0y y x   , 2 28 0y y x   , 3y x  , 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 sin
2
V
x xy dxdydz      , где 
область : 2,V x   , 0,y x y   , 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 














 , где LAB – отре-
зок прямой, заключенный между точками  4,0A  и  6,1B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
   2 2 2 2
ABL
x y dx x y dy   , где LАВ – ломаная линия y x , от точки 
 1,1A   до точки  ,B 2 2 . 
 
Вариант 28 





dx fdy dx fdy
 

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл y
D
e dxdy  по области  
D: lny x ; 0y  , 2x  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 24 0x x y   , 2 26 0x x y   , 
3
xy  ; 3y x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 sin
V
x xy dxdydz  , где об-
ласть : 1,V x   2 , 0,y x y   4 , 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 







Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  22 2
L
x y d  , где L – 
часть окружности 2  , расположенная в первой координат-
ной четверти. 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 22
OAL
xydx x dy zdz  , 














Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
21 2 2
0 0 1 0
x x
dx fdy dx fdy

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл 
D
xydxdy  по области D: 0y  , 
y x , 2x y  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 22 0y y x   , 2 210 0y y x   , 
3
xy  , 0x  . 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 3
V
y ch xy dxdydz  , где об-
ласть : 0,V x   2, 6 ,y y x   3, 0z z   . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V  2 2 1x y  , 2 2x y z  , 0x  , 0y  , 0z  ; 10y  . 




x y z  , где 
LАВ – отрезок прямой, соединяющий точки  1,1,1A  и  2,2,2B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
L
xdy ydx , где L – кон-
тур треугольника с вершинами  1,0A  ;  1,0B ,  0,1C  при положитель-
ном направлении обхода. 
 
Вариант 30 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 




dx fdy dx fdy

    . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  22
D
x xy dxdy , если область 
D – треугольник OBC , с вершинами в точках  0;0O ,  2;0B ,  0; 2C  . 
Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 










Задание 4. Вычислить тройной интеграл 2 sin
4
V
xyzx z dxdydz      , где 
область : 1, 0,V x x   2 , 0,y y   4, 0z z  . 
Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V   2 2 236 x y z  , 2 2 1x y  , 0x  , 0z  ;  2 256 x y   . 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл 
ABL
yd  , где LАВ – дуга 
астроиды 3cosx t , 3siny t , заключенная между точками  1,0A  и 
 0,1B . 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл   21
ABL
xy dx x ydy  , 
где ABL  – дуга параболы 











Решение типового варианта 
Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
1 0 2 0
0 1 2x x
dx fdy dx fdy
  
    . 
Решение. Область интегрирования 1 2D D D  . Область 1D  расположена 
между прямой 0y   и параболой y x   для  0;1x ; область 2D  – 
между прямой 0y   и парабо-
лой 2y x    для  1; 2x . 
Найдем точку пересечения 











Тогда для области D  1; 0y   , а переменная х изменяется в данной об-
ласти при каждом фиксированном у от точек параболы 2x y  до точек 
параболы 22x y  . Таким образом, 
2
2




dx fdy dx fdy dy fdx

  











  . 
Задание 2. Вычислить двойной интеграл  
D
x y dxdy   по области 
D: 2y x , 2y x  . 
Решение. Область интегрирования D изображена на рисунке. Она огра-
ничена сверху прямой 2y x  , 
снизу – параболой 
2y x . Запишем двойной интеграл 
в виде повторных и вычислим его. 
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2 22 4 4
2 3 2 3
1 1
4 4 32 4 2
2 2 2 4
x x x xx x x dx x x x dx
 
                 
      
3 4 5
2 22 2 11,1
2 4 20 1
x x xx x
 




Задание 3. С помощью двойного интеграла вычислить площадь плоской 
фигуры, ограниченной линиями (использовать полярные координаты): 
2 26 0x x y   , 2 210 0x x y   , 
3
xy  ; 3y x  . 
Решение. Приведем уравнения линий, ограничивающие область инте-
грирования к каноническому виду: 
 22 2 2 2 26 0 6 9 9 3 9x x y x x y x y             –  
окружность с центром в точке  3; 0  и радиусом, равным 3. 
 22 2 2 2 210 0 10 25 25 5 25x x y x x y x y             – 
окружность с центром в точке  5; 0  и радиусом, равным 5. 
3
xy  ; 3y x   – прямые. 









   
перейдем к полярным координа-
там. 
2 26 0 6cosx x y r      ; 
2 210 0 10cosx x y r      . 
63
xy    ;  
3
3
y x    . 
Следовательно, 6cos 10cosr   ; 
6 3
   . 















             
0 






3y x   
3



























       
 (кв. ед.). 
Ответ: 8
3
  (кв. ед.). 
 
Задание 4. Вычислить тройной интеграл  2 sin 4
V
x xy dxdydz  , где 
область : 1,V x   , 0,
2
xy y   8 , 0z z  . 
Решение. Изобразим на рисунках область интегрирования V и ее проек-
цию в плоскость хОу. 
Представим тройной инте-
грал в виде повторных. 
 2 sin 4
V








x dx xy dy dz


























x x x dx 











    
 
 (куб.ед.) 
































Задание 5. С помощью тройного интеграла вычислить массу тела, за-
данного ограничивающими его поверхностями,  -плотность: 
:V   2 2 216 x y z  , 2 2 1x y  , 0x  , 0y  , 0z  ;  2 25 x y   . 
Решение. Тело ограничено поверхностями:  2 2 216 x y z   – конус, 
2 2 1x y   – круговой цилиндр, 0x  , 0y  , 0z   – координатные плос-
кости. Неравенства 0x  , 0y  , 0z   описывают первый октант. 
Изобразим на рисунках рассматриваемое тело и его проекцию в плос-
кость хОу. 
Массу тела вычислим по формуле 
 ; ;
V
m x y z dxdydz  . 
В нашем случае  2 25
V
m x y dxdydz  . 
Для вычисления тройного интеграла перей-




































           . 
Ответ: 2 . 
 
Задание 6. Вычислить криволинейный интеграл  
L
x y d  , где L – 
окружность 2 2 2x y x  . 
Решение. Запишем уравнение окружности 2 2 2x y x   в полярных  
координатах: 
2 2 cosr r   или 2cosr  , 
2 2































Тогда, 2sinr    ,  
 22d r r d    
2 24cos 4sin 2d d      . 
Следовательно, интеграл примет вид: 










    
 




2 2cos 2cos sin 2 2cos sin2d d
 
 
      
 














      


          .
 
Ответ: 2 . 
 
Задание 7. Вычислить криволинейный интеграл 
   2 2
ACBL
x y dx x y dy   , где LАСВ – ломаная АСВ, соединяющая точки 
 2,0A ,  5,0C ,  5,3B . 
Решение. Путь интегрирования LАСВ разобьем на два отрезка АС и СВ.  
   2 2
ACBL
x y dx x y dy   
 
   2 2
ACL
x y dx x y dy    
   2 2
CBL





: 5, 0 3, 0
0 2 5 0y x dАС
CB x y dx
y

    
  
    
 
   
35 3 53 3
2 2
2 02 0
15 5 125 8 15 9 63
3 3 3
x yx dx y dy y
 
           
   . 
Ответ: 63. 
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